Pikapaketti logiikkaan

Taman oppimateriaalin tarkoituksena on tutustua pikaisesti matemaattiseen logiikkaan.
Oppimateriaalin asioita tarvitaan projektin tekemisessa. Kiinnostuneet voivat lukea lisdda myds
Vapaa matikka —kirjasarjan kirjasta “"MAA11 Logiikka ja lukuteoria”. Kirja 16ytyy internetista.

Lahdetdaanpa tutustumaan logiikan ihmeisiin!
Mita logiikka on?

Logiikka on matematiikan ala, joka tutkii ajattelua ja paattelya. Tarkeimpia logiikan tutkimusaloja on
deduktiivinen paattely. Deduktiivisessa paattelyssa oletuksista padadytdan johtopaatokseen.

ESIMERKKI 1

(1) Musti on dalmatialainen.
(2) Dalmatialaiset ovat koiria.
(3) Musti on koira.

Nyt (1) ja (2) ovat oletuksia ja (3) on johtopaatds. Paattelyketju on loogisesti pateva, koska
oletuksista tehty johtopaatdos on tosi kaikissa tilanteissa.

Johtopdatdés on tosi, jos oletusten perusteella paadytdaan aina aukottomasti samaan
johtopaatokseen. Seuraavilla esimerkeilld on pyritty havainnollistamaan johtopaatoksen loogista
patevyytta.

ESIMERKKI 2

Onko vaittama loogisesti pateva?

(1) Hervanta on Tampereella.
(2) Juuso asuu Hervannassa.

(3) Juuso asuu Tampereella.

Vaittama on loogisesti pateva.
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ESIMERKKI 3

(1) Ruusu on kukka.
(2) Tulppaanion kukka.

(3) Ruusu on tulppaani.

Vaittama ei ole loogisesti pateva. Nyt asia on helposti hahmotettavissa, silla tiedamme, ettei
ruusu ja tulppaani ole sama asia.

Logiikan kieli

Logiikan lauseita kutsutaan propositioiksi. Propositioilla on aina totuusarvo eli vaittdma on aina tosi
tai epatosi. Propositioita eivat siis ole esimerkiksi kdsky: “Laula!” tai kysymys: “Minne menet?”, silla
niista ei voi paatelld suoraan, ovatko ne tosia vai epatosia. Yksinkertaisimpia propositioita kutsutaan
atomilauseiksi. Seuraavat ovat atomilauseita ja samalla propositioita:

1. Tampere on Suomessa.
2. Lontoo on Ranskassa.

Lause 1 on tosi ja lause 2 on epatosi. Propositioita merkitdaan yleensa isoilla kirjaimilla 4, B, C ja niin
edelleen. Totuusarvosta tosi kaytetdan merkintaa 1 ja epatodesta merkintaa 0.

Atomilauseita voidaan yhdistaa niin kutsuttujen konnektiivien avulla. Konnektiiveja ovat ei, ja, tai,
jos...niin seka jos ja vain jos. Seuraavassa kolme esimerkkia yhdistetyista lauseista:

1. Tampere on Suomessa ja Helsinki on Suomessa.
2. Eisada vetta ja ei paista aurinko.
3. Jos olen sairas, en mene kouluun.

Kullekin konnektiiville kdytetddn matemaattisessa logiikassa omaa merkkia. Alla olevassa
taulukossa on esitelty konnektiivien merkitykset, nimet ja merkit.

konnektiivin  konnektiivin  konnektiivin

merkitys nimi merkki )
DT T Huomaa, etta

ei negaatio = . .

. Koniunkti logiikassa tai

Ja- <.)r.1]un juo A tarkoittaa

tai disjunktio \% jompaakumpaa

jos...niin implikaatio - tai molempia.

jos javain jos ekvivalenssi o
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Loogisia lauseita voidaan kirjoittaa kayttden matematiikan kielta.

ESIMERKKI 4

Kirjoita matematiikan merkinndin lause ”"Aurinko paistaa ja
ei sada vetta.”

Ratkaisu:

Merkitaan aluksi lauseen propositioita kirjaimilla:
A: Aurinko paistaa.
B: Sataa vetta.

Lauseessa on proposition ”sataa vettd” negaatio ”ei sada vetta”, jolloin kirjoitetaan
—-B.
Propositioiden valissa on sana “ja”, jolloin ne yhdistetaan konjuktiolla ja kirjoitetaan

AN=B.

ESIMERKKI 5 ‘
Suomenna seuraavat matemaattisesti kirjoitetut lauseet: .

a) AANC

b) -AA-=B
C) AV =B

d) AA(BVO),

kun symbolit A, B ja C tarkoittavat seuraavaa:

A: Onilta.
B: Menen nukkumaan.
C: Syon iltapalaa.

Ratkaisu:

Huomaa, etta d-kohdassa voi
syntya sekaannusta, silla
luonnollisesta kielesta ei voi
paatella sulkujen paikkoja.

a) Onilta ja syon iltapalaa.

b) Eioleilta ja en mene nukkumaan.

c) Onilta tai en mene nukkumaan.

d) Oniilta, ja menen nukkumaan tai syon iltapalaa.
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Kirjoita seuraavat loogiset lauseet matemaattisesti konnektiivien avulla.

a) Asun Helsingissa ja pelaan jaakiekkoa.
b) lllalla syon jaateloa tai karkkia.

c) On kesa ja en kay toissa.

d) On kesa, ja kayn toissa tai olen rannalla.

Ratkaisu:

a) A: Asun Helsingissa.
B: Pelaan jaakiekkoa.
AANB

b) A: lllalla syon jaateloa.
B: Illalla sy6n karkkia.

Huomaa, etta d-kohdassa
sulkujen paikalla on merkitysta.
Lauseessa on pyritty
painottamaan, etta kesalla

AV B ollaan toissa tai rannalla. Jos
c) A:On kesa. merkitt&isiin (AANB)VC,
B: Kéyn toissa. tarkoittaisi lause “On kesd ja
AN=B kdayn toissa, tai olen rannalla”
d) A:On kesa. sitd, ettd kesalla kaydaan toissa
B: Kdyn tGissd. ja yleisesti kdydain rannalla.
C: Olen rannalla. Tama ei ota kantaa siihen, onko
AN(BVC) rannalla kdydessa kes vai ei.

Esimerkkien 5 ja 6 d-kohdissa on kaytetty sulkeita loogisten lauseiden muodostamiseen. Sulkeiden
paikkaa on vililla vaikea hahmottaa luonnollisella kielelld kirjoitetuista lauseista, mutta
matematiikan kielessa niilla on paljonkin merkitysta.

Mietitdan esimerkiksi lausetta “Osta kolmella eurolla suklaalevy tai karkkipussi ja tikkari”. Saako
kolmella eurolla joko suklaalevyn, tai sitten karkkipussin seka tikkarin? Vai saako itse asiassa tikkarin
ja taman lisaksi joko suklaalevyn tai karkkipussin?

Merkitaan propositioita seuraavasti:

A: Kolmella eurolla saa suklaalevyn.
B: Kolmella eurolla saa karkkipussin.
C: Kolmella eurolla saa tikkarin.
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Talloin vaihtoehdot ovat:

TAI

eliAv (BAC)

JA

eli(AVB)AC

Alkuperainen lause on matemaattisesti kirjoitettuna A V B A C. Lauseen merkitys riippuu kuitenkin
sulkujen paikasta.

Negaation, disjunktion ja konjunktion lisdaksi voidaan kayttaa konnektiiveja nimelta implikaatio ja
ekvivalenssi. Implikaatio tarkoittaa seurausta eli asiasta A seuraa asia B. Tata voidaan sanallisesti
kuvailla sanaparilla jos...niin. Implikaatiota merkitdaan nuolella —.

ESIMERKKI 7

Muodosteta lause ”Jos olen myohdssa, niin saan jalki-istuntoa”.
Ratkaisu:

Merkitaan aluksi lauseen propositioita kirjaimilla:
A: Olen myoOhassa.
B: Saan jadlki-istuntoa.

Lause voidaan merkita matemaattisesti A — B.
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Ekvivalenssi puolestaan tarkoittaa asioiden yhtasuuruutta. Se on sanallisessa mielessa ikaan kuin jos
ja vain jos. Ekvivalenssia merkitdan nuolella <. Ekvivalenssi on sama asia kuin implikaatio kahteen
eri suuntaan. Jos A:sta seuraa B ja B:std seuraa A, ovat A ja B ekvivalentteja keskenaan.

ESIMERKKI 8

Muodosta lause ”Liisa syo makkaraa, jos ja vain jos hanella on kova nalka”.
Ratkaisu:

Merkitaan aluksi lauseen propositioita kirjaimilla:
A: Liisa sy6 makkaraa.
B: Liisalla on kova nalka.

Lause voidaan merkita matemaattisesti A & B.

Totuustaulut

Loogisten lauseiden totuusarvoja voidaan tutkia totuustaulujen avulla. Totuustauluilla tutkitaan
lauseiden totuusarvoja kaikilla alkuperdisten vaitteiden totuusarvoilla. Totuustaulussa kussakin
pystysarakkeessa on yhden lauseen totuusarvot, kun alkuperdiset lauseet saavat eri arvoja.
Selvennetdan totuustauluja muutamalla yksinkertaisella esimerkilla. Aloitetaan negaatiosta.

ESIMERKKI 9

A:n negaation totuusarvot totuustaulussa ovat seuraavat.

Al =4 Kun alkuperdinen vaite on tosi, niin sen
1|0 negaation on epatosi.
0|1

Kun alkuperdinen vaite on epatosi, negaation
on tosi.

Tarkastellaan seuraavaksi disjunktion ja konjunktion totuustauluja.
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ESIMERKKI 10

Totuustaulu disjunktion (= tai) ja konjunktion (= ja) totuusarvoista A:n ja B:n eri totuusarvoilla.

A|B|AVB |ANB Disjunktio on tosi, kun jompikumpi tai
INIELR T L molemmat alkuperaisista vaitteista ovat
1(0(1 0 .

tosia.
0|11 0
0|00 0 Konjunktio on tosi vain, jos molemmat

alkuperaisista vaitteista ovat tosia.

Kun vaitteiden maara lisaantyy, ne voivat saada useampia erilaisia totuusarvoyhdistelmia. Yksi vaite
esimerkissa 7 saattoi saada vain kaksi erilaista totuusarvoa, kun esimerkissd 8 erilaisia kahden
vaitteen totuusarvojen yhdistelmia on nelja.

Tarkastellaan seuraavaksi implikaation ja ekvivalenssin totuustauluja.

ESIMERKKI 11

Totuustaulu implikaation ja ekvivalenssin totuusarvoista A:n ja B:n eri totuusarvaoilla.

A|/B|A->B|AoB
1|11 1
1|00 0
0|11 0
0|0 |1 1

Ekvivalenssin totuustaulu on melko selkea. Ekvivalenssi on tosi vain, kun molempien alkuperaisten
vaitteiden totuusarvot ovat samat.

Implikaation totuustaulu saattaa ensindkemalld nayttdd omituiselta. Implikaatio on epatosi
ainoastaan silloin, kun todesta seuraa epatosi.
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ESIMERKKI 12

Tutki, milloin seuraava vaite on tosi: “Jos Kalle vihaa Juhoa, niin hdan vihaa my6s Henria. Jos
Kalle vihaa Henrid, han vihaa myos Elinaa. Kalle ei vihaa Elinaa.”

Ratkaisu:

A: Kalle vihaa Juhoa.
B: Kalle vihaa Henria.
C: Kalle vihaa Elinaa.

Tehtavan lauseet kuuluvat formalisoituna seuraavasti:

A - B. Jos Kalle vihaa Juhoa, niin han vihaa Henria.
B-C Jos Kalle vihaa Henria, niin han vihaa Elinaa.
=C Kalle ei vihaa Elina

Muodostetaan totuustaulukko. Koska alkuperaisia vaitteita on kolme, totuustaulukkoon
tulee 8 rivia.

A |B C A-B B-C -C Y->A)ANA->D A -l
1 1 1 1 1 0 0
1 1 0 1 0 1 0
1 0 1 0 1 0 0
1 0 0 0 1 1 0
0 1 1 1 1 0 0
0 1 0 1 0 1 0
0 0 1 1 1 0 0
0 |0 0 1 1 1 1

Tutkittu vaite on tosi ainoastaan viimeisella rivilla, joten Kalle ei vihaa ketaan.
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